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PMS — Estrutura de classes

Seja (X;) ~ PMS(-, Q) com semigrupo (P(t)) em S. Dados x,y € S,
dizemos que x atinge y; notagdo: x — y, se

P.(X; = y para algum t > 0) > 0,
e que X Se comunica com y; notac3o: X <+ y,se X — y ey — X.

Noc¢des de classe de comunicacdo, classe fechada, estado absorvente e
irredutibilidade, em termos das no¢des do paragrafo anterior, sdo as
mesmos do que para as CM’s (em tempo discreto).

Teorema 1
Para x £ y € S, sdo equivalentes as seguintes afirmacdes:
(i) x =y
(i) x — y na cadeia de saltos;
(i) Grpxys- -5 Gxy_yx, > O paraalgum n>1lex =xg,..., X, = ¥;
)
) P

(iv
(v

Py, (t) > 0 para todo t > 0;

.y (t) > 0 para algum t > 0.



Dem. Teo 1

iv = v = i=ii: claras.
(=) X = ¥ = Tagxgre s Txg1x > 0 = Gxoxrs -+ » Gy > 0
(iii = iv) Se gy, > 0, entdo para t >0
Py(t)>P(T1i <t, Xy, =y, To>t)=(1—e *)mye ¥ >0. (1)
Segue ent3o de (jii) e de (1) (e da PM) que

Py () 2 Prosi (7) - Praoans(7) > 0. 0



Tempos de chegada e probabilidades de absorcao

Seja (X¢) ~ PMS(-, Q) com semigrupo (P(t)) em S. Dado A C S,
o tempo de chegada a A é a varidvel aleatéria

DA =inf{t > 0: X; € A}; convengdo: inf() = oco.
Seja HA o tempo de chegada a A da cadeia de saltos. Ent3o
{DA < 00} = {HA < o0}, e, nesse evento, DA = Sya.
Seja ainda hf = P, (DA < o0) = P, (HA < o).

Do Teo | do Album 3 (Teo 1.3.2 do livro) segue, reescrevendo I
em termos de Q, o seguinte resultado.

Teorema 2
h* = (hf, x € S) é a solugdo minima n3o negativa do sistema de
equacoes lineares
Y =1, se x € A
dyes quhf,‘ =0, sex¢A.



Tempos de chegada esperados

Seja k! =E,(D?), xS, ACS.

Exemplo.

2

A= {4}, ky
k=%
ko = %3
ks = 43



Teorema 3

Suponha que g, > 0 para todo x ¢ A. Entdo (k{', x€ S) éa
solucdo minima n3o negativa de

K} =0, se X € A (2)
dyes agyk) =1, sex¢A. (3)

Dem.

(2) é claro.

(3): Ex(D?) = E(T1 + DA — TH)
—E(T1) + EX{EX(DA — T Yl)}
- é + ZyES;y;ﬁx Txy Ey(DA)-

Logo, gxkf =1+ D ytx Qxy kit e (kf') satisfaz (3).



Dem. Teo 3 (cont)

Suponha que £ = ({y, x € S) satisfaz (2) e (3) e ¢, >0V x € S.
Entdo

0, = q% + ZygA Ty ly = i + ZygA 7Txy<q% + Zng 7Tyz£Z>

= Ex(Tl; HA Z 1) + EX(T2; HA Z 2) + ZyQA Zz%A 7Txyﬂ-yzgz

=Ex(Tii HA > 1)+ + Ex(Ty HA > 1) +Zy1,...,yn¢A Toon =" Tyu_1ynly,
> S BT HA > ) =B (SF T n> 1
Logo,

o> limp o Ex(szf" T,-) - Ex(z,ffl T,-) — E,(DA) = kA



Recorréncia e Transitoriedade
Seja (Xt) ~ PMS(+,Q) em S; dizemos que x € S é recorrente se
P,({t >0: X; = x} é ndo limitado ) =1
e transitorio se
P.({t > 0: X; = x} é ndo limitado ) = 0.

Obs. Se (X;) puder explodir a partir de x, entdo x n3o pode ser
recorrente.

Teorema 3
Valem as seguintes afirmacdes:
(i) Se x € S for recorrente para (Y,), entdo x é recorrente para (X;);
(ii)
(iii) Cada estado é ou transitério ou recorrente;
)

(iv

Se x € S for transitério para (Y,), entdo x é transitdrio para (X;);

Recorréncia e transitoriedade sdo propriedades de classe.



Dem. Teo 3

(i) Pelo Teo 2 do Album 17 (Teo 2.7.1 do livro), se x for
recorrente para (Y},), entdo (X;) é ndo explosivo a partir de x.
Logo, sob Py, S, — oo quando n =+ o0 e X5, = Y, = x i.v. qc.
Logo, {t > 0: X; = x} ¢ ilimitado qc.

(ii) Seja N o tempo da dltima visita de (Y,) a x. Entdo, sob Py,
N < oo qc, e logo {t > 0: X; = x} é limitado por Sy4+1 < o0 qc,
pois (Yn, n < N) n3do pode incluir estado absorvente.

(iii) e (iv) valem no caso continuo por valerem no caso discreto,
usando (i) e (ii).



Critério de recorréncia e transitoriedade
Seja Tx o tempo de primeira passagem de (X;) por x € S:
Te =inf{t > 51 : X; = x}.
Teorema 4
Vale a seguinte dicotomia.
(i) Se gx =0 ou Py (Tx < 00) =1, entdo x é recorrente e
fooo P (t) dt = oo;
(i) Se gx > 0 e Py(Tx < ) < 1, entdo x é transitdrio e
J5" Pu(t) dt < 0.

Dem. (i) ébvio se g, = 0 (neste caso, x absorvente e Py, (t) =1, t > 0).

Suponhamos entdo que gy > 0, e seja N, a 1la passagem de (Y,) por x.
Ent3o
Py (Ny < 00) = Py(Tx < 0). (4)

Pelo Teo 3 e o resultado para a cadeia de saltos (Teo 1 do Album 4), x é
recorrente se e s6 se Py (7 < 00) = 1.
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Dem. Teo 4 (cont)

Seja i — (M™),. Vamos mostrar que

/0 T pa(t)dt= L i ) (5)

ax 1=

e logo x é recorrente sse fooo Pix(t) dt = oo, pelo Teo 3 e o resultado
correspondente para (Y,). Por Fubini

oo

/OOO P (t) dt = /Ooo E(1{X; = x})dt = Ex(/o {X; = x}) dt
- IEX(Z Tor1{Y, = x}) = 3 E(Tosa| Yo = X)Bu(Ya = X)
n=0 n=0

1 oo
=— Z . Uy
ax =

Sob as condicdes de (ii), (4) vale, e logo x é transitério para a cadeia de
saltos; a dltima condic3o de (i) entdo segue de (5) e do critério de
transitoriedade para CM'’s em tempo discreto (Teo 1 do Album 4). O
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Teorema 5
Fixemos h > 0, e seja Z, = Xpp.

(i) Se x for recorrente p/(X¢), entdo x é recorrente p/(Zy).
(i) Se x for transitério p/(X:), entdo x é transitério p/(Zy).

Dem. (ii) é claro.
(i) Po(Lf1h+ h) > Py(X: = x, tempo até 1ro salto apés t é > t + h)
= P (t) e~

Logo, Pu(t) < e P ([£]h+ h), e

o0 = / Pu(t) dt < e"xh/ Pu(|t/h]h+ h)dt
0 0
bbb Py (nh+h)

/_/%
= %" Z/ Puo([t/h|h+ h) dt = he%" Z Pc(nh).
n=1
Logo, 2 Puw(nh) = 0o e (Z,) é recorrente pelo critério satisfeito por
CM’s em tempo discreto.
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